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Du déplacement a un paramétre; application a la theorie des courbes
BAUCAES . . o ittt itiiite s tasisaaarasntrassuecarstonssesasannns 1
Déplacement d’un systéme invariable ayant un point fixe. — La vitesse

absolue d’un point rapporté au systéme invariable est la résultante de
sa vitesse relative et de sa vitesse d’entrainement. — On donne d’abord
les formules qui permettent de définir un déplacement fini, ¢’est-a-dire
le passage d’un systéme fixe d’axes rectangulaires a un systéme mobile
de méme nature, et l'on rappelle les expressions des neuf cosinus en
fonction des angles d’Euler. — On donne également les expressions des
mémes cosinus en fonction des quantités A, u, v, p qui font connaltre
simplement la rotation finie par laquelle on réalise ie passage des axes
fixes aux axes mobiles. — Définition des paramétres. quaternioniens.

On définit le mouvement du triédre mobile par les composantes p, g, r
de la rotation instantanée, relatives aux axes de ce triédre. — Expres-
sions des dérivées des neuf cosinus. — Solution d’un probléme fonda-
mental : déterminer le mouvement quand on se donne les composantes
Ds g, r en fonction du temps. — La solution est unique et exige I'in-
tégration d'un systéme linéaire a trois inconnues.

Cas ou le systéme mobile n'a plus de point fixe. — Il faut joindre a p,
¢, r les trois composantes par rapport aux axes mobiles de la vitesse
de P'origine de ces axes. — Ici encore il y a un seul mouvement cor-
respondant & des valeurs données de &, 7, §, p, ¢, r. — Composantes
de la vitesse absolue d’'un point rapporté aux axes mabiles. — Déter-
mination de l'axe du mouvement hélicoidal instantané. Cas ou ce
mouvement se réduit & une rotation. — Réduction du mouvement
instantané & deux rotations. — Droiles conjuguées.

Application de la théorie précédente & 1’étude des courbes gauches. —
Les propriétés de ces courbes se déduisent de Vétude du mouvement
d’un triédre formé par Ia tangente A Ia courbe, la normaie principale
et la binormale. — Propriétés caractéristiques de ce déplacement :
Les translations =, § et la rolation ¢ sont nulles. Les deux compo-
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santes p et r représentent respectivement la torsion et la courbure de

la courbe. — Distinction essentielle entre la courbure et la Lorsion.
— Calcul de divers infiniment petits. — Théorie des développées. —
Enveloppe du plan rectifiant. — Toute courbe pour laguelle le rapport
de la courbure & la Lorsion est constant est une hélice tracée sur un
cylindre quelconque, Ce cylindre est circulaire droit si la courbure et
la torsion sont constantes. — Etude des courbes, dites de Bertrand,
pour lesquelles les normales principales sont normales principales
d’'une autre courbe. Pour qu’il en soit ainsi, il Taut et il suffit, en
général, qu’il y ait une seule relation entre la courbure et la torsion.
— Relalions entre Jes deux courbes qui ont mémes normales princi-
pales. — Propriétés relatives 4 certaines droites conjuguées.

CHAPITRE II.

Sur Uintégration du systéme lineaire qui se présente dans la théorie
précédente. ......... P 1

Il s'agit du systéme qui détermine le mouvement quand on se donne les
rotations p, ¢, r en fonction du temps. — Ce systéme est le type, ou

la forme réduite, d’'une classe importante de systémes linéaires qui
admettent une intégrale quadratique, & coefficients constants ou va-
riables. — On voit immédiatement, presque sans calcul, qu’on peut
I'intégrer complétement, si l'on en connalt deux solulions particu-
liéres. Mais, d’aprés un résultat plus caché, il suffira d’en connaftre
une solution particuliére pour en achever l'intégration compléte a
I'aide d’une seule quadrature. Pour établir ce résultat, on reprend
I'intégrale a? + 2+ y? = const. et 'on examine successivement le cas

ol la conslante du second membre n’est pas nulle, et celui ol elle est

nulle.
Dans le premier cas, I'intégration du systéme linéaire se raméne a celle
d’une seule équation de Riccati. — Propriétés générales de I'équation

de Riccati. Forme de l'intégrale par rapport a la constante. Le rapport
anharmonique de quatre solutions est constant. Cas ot l'on connait

- une, deux ou lrois solutions particuliéres, Réduction & un systéme
linéaire homogéne 4 deux inconnues.

Application de ces propriétés générales & Véquation de Riccati qui se
présente dans le probléme actuel. La connaissance d’un seul systéme
de cosinus vérifiant les trois équations fondamentales permét d’achever
le probléme par une seule quadrature portant sur une fonclion réelle.
— Rappel de la méthode par laquelle Euler avait établi ce résultat.

On arrive maintenant a4 I'étude des solutions du systéme fondamental
pour lesquelles la somme a? 4+ B?4-y? est nulle. On raméne leur déter-
mination a celle d’'un systéme linéaire 4 deux inconnues, un de ceux
qu’on peut rattacher a I’équation de Riccati considérée plus haut. Son
intégration compléte permettra d’obtenir sans quadrature celle du
systéme linéaire 4 trois inconnues. Si I'on en connait une solution
particuliére, on en obtiendra une autre sans intégration, ce qui four-
nira l'intégrale générale, lorsque p, g, r seront fonctions réelles de ¢;
dans le cas contraire, il faudra une quadrature pour déduire I'intégrale
générale de la solution particuliére.
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Interprétation geoméirique des deux méthodes employees dans le Cha-
pitre precedent...........ooiiiiiiiiiiieiia Ceears Ceviue vestrenne caegre 42

Etude des coordonnées, dites symétriques, sur la sphére. Forme de I'é[é-
ment linéaire. Substitutions linéaires effectuées sur ces coordonnées
qui reproduisent cet élément et transforment, par conséquent, une
figure quelconque en une figure égale ou symétrique. — Formules qui
expriment, & 'aide des coordonnées symétrigues, la distance de deux
points sur la sphére. — Définition de deux rapports anharmoniques
attachés & un quadrilatére et explication géométrique de la réduction
du probléme traité au Chapitre précédent a lintégration d’une seule
équation de Riccati.

Réduction de tout déplacement fini 4 une méme substitution linéaire
fractiopnaire effectuée sur les deux coordonnées symétriques. On
montre, lorsque cette substitulion est connue, comment on obtient les
parameétres quaternioniens qui définissent le déplacement. — Systéme
de coordonnées symétriques imaginaires conjuguées employé dans la
théorie moderne des fonctions.

Etude du cone isotrope ou sphére de rayon nul. Cette sphére doit étre
considérée comme une surface double et, de plus, la distance de deux
quelconques de ses points jouit de la méme propriélé que celle de

deux points sur une droite : elle s’exprime rationnellement, — Géné-
ralisation du théoréme de Ptolémée.
Roulement du coéne isotrope sur lui-méme. — Tout déplacement fini

s'oblient en soumettant les coordonnées u et v de chaque point & une
substitution linéaire de coefficients constants. Relations entre les
paramétres quaternioniens du déplacement et les coefficients de cette
substitution. — Déplacement infiniment petit. Systéme de deux équa-
tions différentielles linéaires rattaché 4 ce déplacement et permettant
de déterminer le mouvement quand on connalt les expressions des
rotations p, ¢, r en fonction du temps, Ce systéme est précisément
celui que l'on a rencontré au Chapitre précédent. — Indications
historiques.

CHAPITRE 1IV.

Applications de la théorie précedente............ ciesscnnastrsssssrsesas OB
Extension de la théorie de Poinsot. — Détermination des mouvements
dans lesquels il y a deux relations, données 4 I'avance, entre les rota-
tions. — Détermination des courbes gauches dont la courbure et la
torsion satisfont i une relation donnée. — Elude du cas ou cette
relation est linéaire. — Courbes a4 torsion constante.

CHAPITRE V.

Des déplacements a plusieurs variables independantes................... 65
Différentes recherches de géométrie exigent la considération de déplace-
ments qui dépendent, non plus d’un seul paramétre, mais de plusieurs
paramétres distincts. On commence ici I’étude de ces déplacements, et
I'on suppose d’abord que le systéme mobile, dont la position dépend
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de n paramétres ¢,, ¢, ..., £,, ait un point fixe. Introduction de ce
qu’'on peut appeler les rotations partielles dans I'étude du déplacement
infiniment petit. Equations aux dérivées partielles linéaires qui relient
les neuf cosinus aux rotations partielles. Conditions d'intégrabilité
auxquelles doivent satisfaire les rotations partielles. Quand ces équa-
tions sont vérifiées, il y a un déplacement, et un seul, correspondant
aux valeurs données des rotations partielles. La démonstration directe
de celte proposition conduit 4 un théoréme important, gui sera utile
dans la suite.

Cas général ou le systéme mobile n’a pas de point fixe. Introduction des

translations partielles. Relations différentielles entre ces translations.
Expression des composantes D, D,, D, du déplacement infiniment
petit d’un point du systéme mobile. Si les conditions d’intégrabilité
auxquelles doivent salisfaire les rolations et les translations sont
vérifiées, il y a un déplacement correspondant, et un seul. Méthode
par laquelle, sans sortir du triédre mobile, on démontre cette propo-
sition fondamenlale, aprés avoir retrouvé les conditions d’intégrabilité.

CHAPITRE VI,

Intégration simultanée des systémes linéaires rencontrés dans la theéorie
precédente ... iiiiiiiiina e

Considérations générales sur le systéme linéaire fondamental auque]

satisfont les trois groupes de cosinus, a, b, ¢, a’, &', c¢’, a”, &', ¢". Il se
compose de n groupes de trois équations, le groupe de rang i faisant
connaltre les dérivées des trois inconnues par rapport 4 la seule
variable ¢,. — Si l'on sait intégrer complétement les équations faisant
partie de p groupes, la solution du probléme pourra se ramener &
celle d’'un probléme identique dans lequel le nombre des variables
indépendantes sera diminué de p. — Si l'on connait seulement une
solution particuliére des équations faisant partie de p groupes, il sera
possible, sauf dans un cas exceptionnel, d’obtenir sans quadrature
Pintégrale compléte de ces équations et, par suite, d’appliquer la pro-
position précédente. Le cas exceptionnel auquel on vient de faire
allusion ne peut se présenter ¢ue si les rotations partielles sont imagi-
naires et si la solution particuliére satisfait a I'équation a*+ B*+ Y2 =o;
d’ailleurs quand il se présente, on peut, par de simples quadratures,
obtenir la solution compléte et générale du probléme.

Remplacement des équations linéaires par un groupe d'équations simul-

tanées de Riccati auxquelles doit satisfaire une variable unique. Etude
des solutions communes 2 deux équations simultanées de Riccati. —
Cas particulier ol la somme a?+- f*+ y? est nulle. On est ramené &
un systéme linéaire ne contenant gque deux fonctions inconnues. Une
solution particuliére de ce systéme suffit & donner, par une quadrature
unique, la solution générale du probléme proposé.

CHAPITRE VII.

Application de la théorie preécédente aux deéplacements qui dependent
de deux variables indeépendantes......... D

Les déplacements & deux variables indépendantes jouent un role parti-

88
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culiérement important dans la théorie des surfaces. Il convient de les
étudier complétement. — Application des formules générales. — Etude
des mouvements infiniment petits. Notion de la vis due 2 Ball. Il y a
deux déplacements, réels ou imaginaires, qui se réduisent a des rota-
tions. — Théoréme de Schonemann et Mannheim, qui permet de géné-
raliser la ‘notion du centre instantané et de construire les normales
aux surfaces trajecteires de tous les points.

Etude de tous les déplacements infiniment petits qui peuvent se pro-
duire & partir d’une position donnée. Simplification des formules par
un choix convenable des axes et des variables indépendantes. Les axes
de tous les mouvements hélicoidaux engendrent un conoide que Pliicker
a le premier étudié. Expression du pas des différentes vis. Construc-
tion géométrique des formules. Propriétés du conoide de Plicker : il
est la seule surface réglée pour laquelle les projections d’un point de
I'espace sur les génératrices rectilignes soient sur une courbe plane.
Démonstration de cette proposition découverte par M. P. Appell. —
Etude des relations qui existent entre le conoide de Pliicker et le
complexe des droites qui sont perpendiculaires & ses génératrices.

Etude spéciale du cas particulier, envisagé par Ribaucour, ou deux des
déplacements infiniment petits sont des rotations autour d’axes concou-
rants. — Dans ce cas, tous les déplacements se réduisent a des rota-
tions autour d’axes passant par un méme point et situés dans le méme
plan. Le mouvement peut étre obtenu par le roulement d’une surface
sur une autre surface qui est applicable sur la premiére. — Il y a
alors un centre instantané de rotation, et les nmormales a toutes les
surfaces trajectoires passent par un méme point,

CHAPITRE VIII.

Premiéres notions sur les coordonnees curvilignes............. ceeares cees 112

Définition du systéme le plus général de coordonnées curvilignes. —
Méthode de Gauss. — Elément linéaire d’'une surface. — Coordonnées
orthogonales. — Les surfaces de révolution rapportées a leurs méri-
diens et & leurs paralléles. — Rappel de la définition et des propriétés
élémentaires de deux surfaces remarquables de révolution : la caténoide
et la surface pseudosphérique. — Surfaces de révolution qui partagent
avec cette derniére la propriété d’avoir le produit de leurs rayons de
courbure constant. — Des surfaces réglées et de leur élément linéaire.
— Détermination des trajectoires orthogonales de leurs génératrices.
— Elément linéaire des surfaces développables. — Les surfaces déve-
loppables sont applicables sur le plan, et cela de telle maniére que
leurs génératrices rectilignes correspondent nécessairement a des
droites du plan. — Réciproquement, toute surface applicable sur le
plan est une surface développable. — Démonstration directe, donnée
par Ossian Bonnet, de cette importante proposition.

CHAPITRE IX.

Surfaces définies par des propriétés cin€matiques...........cviveeviaiees 127
Propriété cinématique commune aux surfaces de révolution, aux
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cylindres et aux hélicoides. — Ces différentes surfaces peuvent éire
déplacées d’une maniére conlinue sans cesser de coincider avec eles-
mémes.

Définition des hélicoides les plus généraux. — Leur élément linéaire

lorsqu’on forme un systéme de coordonnées curvilignes avec les hélices
tracées sur la surface et leurs trajectoires orthogonales. — Théoréme
de Bour: La forme de I'élément linéaire ainsi obtenu convient a une
double infinité d’hélicoides parmi lesquels se trouvent des surfaces de
révolution, en nombre simplement infini. — Etude des surfaces de révo-
lution qui sont toutes applicables les unes sur les autres. — Si l'on
considére les points qui se correspondent sur toutes ces surfaces, le
produit des rayons de courbure principaux de la surface est le méme
en tous ces poinls; la tangente au méridien, prolongée jusqu’a I'axe,
a la méme longueur pour toutes les surfaces. — Application a la
sphére et a la surface pseudosphérique.

Des surfaces les plus générales qui peuvent étre engendrées par le mou-

vement d’une courbe invariable de forme. — Leur élément linéaire. —
Application aux surfaces réglées. — Cas ol le mouvement de la courbe
invariable se réduit 4 une translation. — Surfaces de translation, leur
étude directe. — Définition due & Lie des surfaces de translation. —
Elles peuvent étre considérées comme lieux des milieux de toutes les
cordes qui joignenl un point d’une courbe (C) 4 un point d’'une autre
courbe (C’). — Cette nouvelle définition montre bien qu’elles peuvent
étre engendrées de deux maniéres différentes par la Ilranslation d’une
courbe invariable., — Propriété géométrique tout a fait générale des
surfaces de translation : Les deux courbes dont la translation peut
engendrer la surface déterminent sur cette surface un systéme de
coordonnées curvilignes conjuguees, c’est-a-dire un systéme tel que
les tangentes aux deux lignes coordonnées qui se croisent en chaque
point de la surface sont conjuguées suivant la définition de Dupin. —
Pour établir cette proposition, a laquelle la Géométrie conduirait
aisément, on donne un théoréme général, sur leguel on aura a revenjr,
relatif aux systémes de coordonnées curvilignes qui sonl formées de
courbes conjuguées. — On revient aux surfaces les plus générales
engendrées par le mouvement d’une courbe invariable pour examiner
le cas spécial ou cette courbe est plane et ol les vilesses de tous ses
points sont normales au plan qui la contient. — Elément linéaire de
la surface, — Cas spécial oi le plan de la courbe roule sur un
cylindre. — Surfaces moulures cylindriques. — Bour a montré quil
existe une infinité de telles surfaces applicables les unes sur les autres.

Extension de la méthode cinématique précédente au cas ou la courbe

qui engendre la surface varie en méme temps de forme et de position,
— Surfaces engendrées par un cercle. — Détermination des trajec-
toires orthogonales de tous les cercles de la surface. — Elle se raméne
4 Pintégration d’une équation de Riccati. — Etude du mouvement
d’un systéme qui se déplace en variant de grandeur, mais en restant
semblable & lui-méme. — Loi de varialion des vitesses de ses différents
points, — Surfaces spirales de Maurice Lévy. — Leur élément linéaire.
— Extension du théoréme de Bour. — Il y a une double infinité de
surfaces spirales applicables sur une surface spirale donnée.

Pages.
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Sur une classe particuliére de surfaces de translation.......... ceeeeees, 101

On se propose, dans ce Chapitre, de déterminer toutes les surfaces qui
peuvent, de deux ou de plusieurs maniéres, étre considérées comme
des surfaces de translation. Cette question, qui a été posée et résolue
par Sophus Lie, a été aussi I'objet des recherches d’Henri Poincaré.
On va en donner une solution nouvelle qui n’exige aucune connais-
sance de la théorie des fonctions abéliennes.

Enoncé précis du probléme A résoudre. — A chaque solution du probléme
convenablement formulé correspondent trois surfaces distinctes, qui
peuvent étre regardées, de deux ou plusieurs maniéres, comme des
surfaces de translation. — Résultat de la recherche : Les paralléles
menées par un point fixe aux tangentes de l'une quelconque des
courbes (C,) dont la translation engendre la surface sont les généra-
trices d'un céne algébrique du quatriéme ordre. — Détermination
effective de ces courbes. — Démonstration directe du théoréme d’Abel
pour le probléme particulier étudié. — Cas ou le cone du quatriéme
ordre se décompose. — S'il se décompose en deux cdnes du second
ordre, ['une des surfaces correspondantes peut étre regardée d’une
infinité de maniéres comme une surface de translation. — Equation
en coordonnées cartésiennes de cette surface.

L1VRE 1I.

DES DIFFERENTS SYSTEMES DE COORDONNEES CURVILIGNES.

CHAPITRE 1.

Des systémes conjugues............... P e e etaaeeereiaeaaa ceersscans cors 163
On commence 1'étude des systémes conjugués par 'énoncé et la démons-
tration d’une belle proposition de M. G. Keenigs. Tandis qu’il semble
impossible de déterminer des systémes orthogonaux par des opéra-
tions qui ne comportent aucune intégration, il est toujours possible
d’obtenir, sur une surface quelcongue, sans aucune intégration, des
systémes a lignes conjuguées. 1l suffit de prendre, comme premiére
famille, les sections planes dont les plans passent par une droite quel-
conque (D) et, comme deuxiéme famille, les courbes de contact des
cbnes qui sont circonscrits a la surface et ont leurs sommets sur la
droite (D). — Application de la proposition de M. Keenigs a la solution
d’'un probléme résolu par Joachimsthal : détermination des surfaces
admettant un systéeme de lignes de courbure planes dont les plans
passent par une droite fixe. On démontre que les lignes de courbure
de 'autre systéme sont sur des sphéres qui coupent a angle droit la
surface cherchée et I'on raméne le probléme a la détermination des
trajectoires orthogonales d'une famille de cercles situés dans un plan
et dont les centres sont en ligne droite. — Digression sur les familles
les plus générales de cercles dans le plan. La détermination de leurs
trajectoires orthogonales dépend d’une équation de Riccati. — Notion
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des familles similaires de cercles introduite par V, Rouquet. — On
peut définir, sans aucun signe de quadrature, la famille de cercles la
plus générale el les trajectoires orthogonales de ces cercles. — Retour
au probléeme proposé. KEquations qui définissent les surfaces de
Joachimsthal.

On met en évidence le caractére projectif et dualistique de la définition
des systémes conjugués. — On peut rattacher a tout systéme conjugué
deux équations linéaires aux dérivées partielles : 'une a laquelle satis-
font les quatre coordonnées homogénes d’un point de la surface, I'autre
4 laquelle satisfont les quatre coordonnées du plan tangent. En dehors
de ces deux équations, il n’y en a pas d’autre de méme forme a laquelle
satisfassent, soit les quatre coordonnées ponctuelles, soit les quatre
coordonnées tangentielles,

Application 4 la détermination de toutes les surfaces pour lesquelles il
existe deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes
planes, — Indication d’'un mode de génération de ces surfaces.

Les polaires réciproques de ces surfaces sont celles sur lesquelles il existe
deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes de contact
de cones ou de cylindres circonscrits. — Etude du cas particulier_ou
I'une des familles est formée des courbes de contact de cylindres cir-
conscrits. — On essaye de déterminer des surfaces de cette catégorie
applicables les unes sur les autres. On résout le probléme pour les
surfaces admettant deux familles de courbes conjuguées planes: les
unes situées dans des plans paralléles, les aulres dans des plans passant
par une droite fixe perpendiculaire aux plans des sections paralléles.
— Comme les surfaces du second degré admettent de Lrois maniéres
différentes celte génération, on peut déterminer trois familles de
surfaces applicables sur une surface a centre du second degré.

CHAPITRE II1.

Systémes conjugues. Lignes asymptotiques. .......... . *raasassdas . 185
Application d’une des propositions précédentes & la détermination des
surfaces a lignes de courbure planes dans les deux systémes. — Réso-
lution de Péquation aux variables mélées dont dépend la solution de
ce probléme. — Cyclide de Dupin. — 11 y a trois classes distinctes de
surfaces & lignes de courbure planes. — On indique un mode de
génération trés simple de ces différentes surfaces.

Retour a la theéorie génerale. — Définition des caractéristiques d’une
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre. — Réduc-
tion 4 une forme typique. — Cas ou les caractéristiques sont
confondues.

Equations linéaires les plus générales auxquelles satisfont, soit les quatre
coordonnées poncluelles, soit les quatre coordonnées tangentielles.
Leurs caractéristiques correspondent toujours a un systéme conjugué.
— Cas particulier ot 'on obtient le systéme conjugué formé par les
lignes de courbure.

Recherche des lignes asymptotiques. — Leur définition est a la fois
projective et dualistique. — Leur équation dilférentielle, soit en
coordonnées poncluelles, soit en coordonnées tangentielles. — Appli-
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cation nouvelle de la proposition de M. G. Keenigs. Elle fournit un
moyen de débarrasser du terme rectangle 1'équation différentielle des
lignes asymptotiques. — Détermination des lignes asymptotiques de
quelques surfaces remarquables.

Relations entre la théorie des lignes asymptotiques et celle des équa-
tions linéaires aux dérivées partielles.

CHAPITRE III.

Des systémes orthogonaux et isothermes.................ccoiinnivannnea. 206

Division de la surface en carrés infiniment petits. Elle ne peut se réa-
liser qu'avec les systémes isothermes. — Relations entre les systémes
isothermes et les coordonnées symétriques. — Sur toute surface, il
existe une infinité de sysitémes orthogonaux et isothermes. La connais-
sance d’'un seul de ces sysiémes entraine celle de tous les autres. —
Probléme des Cartes géographiques. Sa solution pour toute surface de
révolution et, en particulier, pour la sphére. — Projection de Mercator.
— Projection stéréographique. — Surfaces du second degré. Leurs
lignes de courbure forment un systéme isotherme pour lequel 1'élément
linéaire a une forme particuliére qui se retrouvera dans la théorie des
lignes géodésiques. — Différents moyens de faire la carte d'une portion
d’ellipsoide. — Propriétés générales des systémes isothermes. — On
peut se borner & étudier dans le plan tout ce qui concerne la substi-
tution d’un systéme isotherme a un autre. — Relations diverses entre
les fonclions d’une variable complexe et les systémes isothermes. —
Courbes d’égale partie réelle et d’égale partie imaginaire de la fonc-
tion. — Courbes d’égal module et d’égal argument. — Définilion de
quelgues systémes isothermes employés en Physique mathématique.
— Cassiniennes. — Ovales de Descartes. — Détermination de tous les
systémes isothermes comprenant une famille de cercles. Dans ce cas
la famille isotherme conjuguée est aussi composée de cercles; et les
cercles de chaque famille ont méme axe radical. On peut obtenir tous
ces systémes isothermes en appliquant l'inversion, soit au systéme de
coordonnées rectilignes, soit au systéme de coordonnées polaires.

CHAPITRE 1V.

Représentation conforme des surfaces les unes sur les autres............ 230

On applique dans ce Chapitre les propriétés générales des systémes iso-
thermes 3 la résolution de différents problémes relatifs aux Cartes
géographiques et aux représentations conformes,

Représentations conformes d’une surface sur elle-méme. — Recherche
de toutes celles pour lesquelles un systéme isotherme donné de la
surface correspond a un autre systéme également donné. — Représen-
tations conformes qui conservent un systéme isotherme donné. —
Application aux surfaces de révolution. — Transformation de Lambert
qui fait correspondre les paralléles aux paralléles et les méridiens aux
méridiens.

Emploi que Gauss a fait du méme principe pour représenter d’une
maniére conforme 'ellipsoide terrestre sur une sphére, le rapport de
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similitude demeurant le méme en tous les points d'un paralléle. Si
I'on voulait appliquer cette méthode & un pays tel que la France, le
rapport de similitude ne varierait pas, dans toute l’¢tendue de la
carte, de o555 de sa valeur.

CHAPITRE V.
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Equation dilférentielle des lignes de courbure en coordonnées carté-

siennes. — Formation de la méme équation & I'aide des coordonnées
plicckériennes de la normale. — Application a la détermination des
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— Systéme triple orthogonal dout fait partie cette famille de surfaces.
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Dupin relatif aux systémes triples orthogonaux. — Cette démonstira-
tion se rattache a la considération d’un systéme de trois équations
linéaires aux dérivées partielles auxquelles satisfont les coordonnées
cartésiennes z, ¥, %, équalions dont on peut déterminer simplement
les coefficients lorsqu’on a calculé I'expression de I'élément linéaire de
I'espace dans le systéme orthogonal employé.

CHAPITRE VI.

Les coordonnées pentaspheriques..... e eaaanas e e rreeraneaaans
Equatmn d’une sphére mise sous une forme qui permet d’al‘l‘ecter un

signe au rayon. — Systéme de cinq sphéres deux 4 deux orthogonales.
— Leur théorie se raméne a celle d’'une substitution linéaire orthogo-
nale & cing variables. — Relations entre les puissances d’un point par
rapport a cinq sphéres orthogonales. — Coordonnées pentasphériques.
— Distance de deux points, élément linéaire de l'espace, relations
d’orthogounalité exprimées avec ce systéme de coordonnées. — Equa-
tion linéaire du second ordre a Jaquelle satisfont les cing coordonnées
pentasphériques. — Ses caractéristiques sont les lignes de courbure.
— Systéme triple orthogonal formé avec les cyclides les plus générales.

Pages.
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— De méme que les coordonnées homogénes d'un point ou d’un plan.

ne changent pas quand on soumet la figure & une homographie, de
méme les coordonnées pentasphériques ne changent pas lorsqu’on
effectue une inversion.

Formules principales relatives & la sphére. — Les six coordonnées homo-
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une sphére a une ligne droite. — Deux définitions de cette transfor-
mation.

CHAPITRE VII.

Les lignes de courbure en coordonnées tangentielles............. eveneen. 285

Cas ou la surface est définie par son équation tangentielle. — Application
a la surface de quatriéme classe, normale & toutes les positions d’une
droite invariable dont trois points décrivent trois plans rectangulaires.
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CHAPITRE VIII.

Applications diverses.......... Cereeeeraiaaeaaa. cisesnes cevecinans viesen 30T

La comparaison des résultats donnés précédemment pour les équations
différentielles des lignes asymptotiques et des lignes de courbure
conduit naturellement & une belle découverte de S. Lie, la transfor-
mation de contact dans laquelle les lignes de courbure d’une surface
correspondent aux lignes asymptotiques de sa transformée. — Emploi
du systéme de coordonnées tangentielles précédent pour définir une
autre transformation découverte en 18370 par Ribaucour et dans
laq uelle, comme dans l'inversion, les lignes de courbure sont trans-
formées. — Cette transformation a été nommée par Laguerre ¢rans-
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conservent les lignes de courbure, la transformation par directions
réciproques résulte d'un certain nombre d'inversions et de dilatations.

Formules relatives a 'inversion dans le systéme de coordonnées tangen-
tielles («, B, E).

LIVRE IIl

LES SURFACES MINIMA.

CHAPITRE L.

Résumé historique................ Cheeetateisaeana, coartseenananass veree. 319
L’équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mémoire de Meusnier
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Formules relatives au plan tangent et a la normale. — Nouvelle méthode
d’intégration de I’éguation aux dérivées partielles des surfaces minima;
on emploie le systéme de coordonnées tangentielles étudié au n° 165.
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quand on adopte un systéme quelconque de coordonnées tangentielles,
— Quand la surface minima est donnée a priori, on indique comment
on obtiendra les expressions des fonctions §(u), 5‘1[{&:1), S (u), filw,)
qui caractérisent cette surface. — Application & I'hélicoide gauche &
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Détermination des lignes de courbure et des lignes asymptotiques des
surfaces minima. Théoréme de Michael Roberts. Cette détermination
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de lignes. — Les formules relatives aux coordonnées tangentielles
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transformations que subissent les fonctions J(uw), filw,), g(u),

i(u;) quand on déplace la surface ou, ce qui revient au méme,
lorsqu’on effectue un changement de coordonnées. — Application des
résultats obtenus a la détermination de toutes les surfaces minima qui
sont des hélicoides, des surfaces de révolution ou des surfaces spirales.
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elle appartient aux seules surfaces minima. — En laissant de coté
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un systéme orthogonal. — Probléme de Minding ; extension & une
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brique d’Enneper. Sa construction et ses propriétés principales.

Aultres représentations conformes sur le plan indiquées par Riemann et
dans lesquelles une famille de sections de la surface par des plans
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deux quadratures.

Si deux surfaces sont applicables 'une sur l'autre et si les plans tangents
aux points correspondants sont paralléles, elles sont nécessairement
des surfaces minima associées. — Examen d’un probléme posé par
Mathet : Deux surfaces peuvent-elles se correspondre point par point
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le plan se meut parallélement a un plan fize.
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CHAPITRE X.
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Historique. — Indication des travaux de Riemann, de Weierstrass et dc
M. Schwarz. — Exposition générale de la méthode & suivre dans le cas
ou il n’y a pas de point de ramification. — Surface minima passant par
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représentation conforme d’une aire donnée (A) sur Vaire d’un cercle
de rayon donné, choisi une fois pour toutes. On rappelle les résultats
acquis sur ce sujet par les trés nombreuses recherches que, depuis
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Représentation conforme, due a M. Schwarz, d’une aire elliptique sur
une aire circulaire.
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— Surface minima limitée par les cotés d’un quadrilatére gauche.
Equatinn linéaire du second ordre dont dépend la solution du probléme;
formes diverses que 'on peut donner & cette équation. — Cas particulier
ou le quadrilatére a un plan de symétrie. — Aprés ces applications
particuliéres, on discute les cas les plus généraux et 'on montre qu’il
est nécessaire d’élargir les hypothéses faites sur les deux représenta-
tions conformes de la surface en admettant l'existence de points de
ramification.

CHAPITRE XIII.

Les Formules de Weierstrass......... . Cerraaeanenaen
Forme nouvelle, due a We:e:slrass, sous laguelle on peut metire les

équalions qui définissent une surface minima. — Formules relatives
a une transformation de coordonnées ou 4 un déplacement de la sur-
face. — Equalion linéaire du second ordre a laquelle satisfont les deux
fonctions G et H. — Définition d’'une famille de surface minima. —
Applicalion a la détermination de la surface minima passant par un
contour donné, — Formation de l’équation linéaire correspondant a
cette surface. — Indication des questions qui resteront i résoudre
aprés la formation de cette équation. — Propriétés géométriques de la
famille de surfaces minima définie par cette équation.

CHAPITRE XIV.

Applications Aiverses..........c.o.oveiiuuinie i iiiiiinaiiiiiaeiisiaininans
Méthode inverse dans Iaquelle on prend comme point de départ cerlaines

équations différentielles linéaires dont on connait U'intégrale générale.
— Surfaces que 'on peut déduire de I’équation a laquelle satisfait la
série hypergéométrique de Gauss. — Surfaces déduites de la forme

AH(:—- a )% adoptée pour G(¢) et H({¢). — Surface minima limitée

par une ligne brisée plane et une droite paralléle au plan de la ligne
brisée. — Probléme de Gergonne. — Surface déduites de la forme

AHG“(:—-&) ]__IHF(t-—b) adoptée pour les fonctions fondamentales,

6 et H désignant ici les fonctions de Jacobi. — Surface minima limitée
par deux polygones fermés situés dans des plans paralléles. —
Remarque générale sur les moyens de multiplier le nombre des solu-
tions du probiéme. — Surface passant par trois droites situées d'une
maniére quelconque dans |’espace.
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