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Du déplacement à un paramètre ; application à la théorie des courbes
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Déplacement d’un système invariable ayant un point fixe. — La vitesse

absolue d’un point rapporté au système invariable est la résultante de
sa vitesse relative et de sa vitesse d'entraînement. — On donne d’abord

les formules qui permettent de définir un déplacement fini, c’est-à-dire
le passage d’un système fixe d’axes rectangulaires à un système mobile
de même nature, et l’on rappelle les expressions des neuf cosinus en
fonction des angles d’Euler. — On donne également les expressions des
mêmes cosinus en fonction des quantités \ p, v, p qui font connaître
simplement la rotation finie par laquelle on réalise le passage des axes
fixes aux axes mobiles. — Définition des paramètres quaternioniens.

On définit le mouvement du trièdre mobile par les composantes p , q, r
de la rotation instantanée, relatives aux axes de ce trièdre. — Expres¬
sions des dérivées des neuf cosinus. — Solution d’un problème fonda¬
mental : déterminer le mouvement quand on se donne les composantes
p , ç, r en fonction du temps. — La solution est unique et exige l’in¬
tégration d’un système linéaire à trois inconnues.

Cas où le système mobile n’a plus de point fixe. — Il faut joindre à p ,
q, r les trois composantes par rapport aux axes mobiles de la vitesse
de l’origine de ces axes. — Ici encore il y a un seul mouvement cor¬
respondant à des valeurs données de £, r\, Ç, p, q , r. — Composantes
de la vitesse absolue d’un point rapporté aux axes mobiles. — Déter¬
mination de l’axe du mouvement hélicoïdal instantané. Cas où ce
mouvement se réduit à une rotation. — Réduction du mouvement

instantané à deux rotations. — Droites conjuguées.
Application de la théorie précédente à l’étude des courbes gauches. —

Les propriétés de ces courbes se déduisent de l’étude du mouvement

d’un trièdre formé par la tangente à la courbe, la normale principale
et la binormale. — Propriétés caractéristiques de ce déplacement :
Les translations -rj, Ç et la rotation q sont nulles. Les deux compo-
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santés p et r représentent respectivement la torsion et la courbure de
la courbe. — Distinction essentielle entre la courbure et la torsion.

— Calcul de divers infiniment petits. — Théorie des développées. —
Enveloppe du plan rectifiant. — Toute courbe pour laquelle le rapport
de la courbure à la torsion est constant est une hélice tracée sur un

cylindre quelconque. Ce cylindre est circulaire droit si la courbure et
la torsion sont constantes. — Étude des courbes, dites de Bertrand,
pour lesquelles les normales principales sont normales principales
d’une autre courbe. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit, en
général, qu’il y ait une seule relation entre la courbure et la torsion.
— Relations entre les deux courbes qui ont mêmes normales princi¬
pales. — Propriétés relatives à certaines droites conjuguées.
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Sur l’intégration du système linéaire qui se présente dans la théorie
précédente ............................................................ 27

II s’agit du système qui détermine le mouvement quand on se donne les
rotations p , q, r en fonction du temps. — Ce système est le type, ou
la forme réduite, d’une classe importante de systèmes linéaires qui
admettent une intégrale quadratique, à coefficients constants ©inva¬
riables. — On voit immédiatement, presque sans calcul, qu’on peut
l’intégrer complètement, si l’on en connaît deux solutions particu¬
lières. Mais, d’après un résultat plus caché, il suffira d’en connaître
une solution particulière pour en achever l’intégration complète à
l’aide d’une seule quadrature. Pour établir ce résultat, on reprend
l’intégrale a 2 H- p 2-f- Y2 = const. et l’on examine successivement le cas
où la constante du second membre n’est pas nulle, et celui où elle est
nulle.

Dans le premier cas, l’intégration du système linéaire se ramène à celle
d’une seule équation de Riccati. — Propriétés générales de l’équation
de Riccati. Forme de l’intégrale par rapport à la constante. Le rapport
anharmonique de quatre solutions est constant. Cas où l’on connaît
une, deux ou trois solutions particulières. Réduction à un système
linéaire homogène à deux inconnues.

Application de ces propriétés générales à l’équation de Riccati qui se
présente dans le problème actuel. La connaissance d’un seul système
de cosinus vérifiant les trois équations fondamentales permét d’achever
le problème par une seule quadrature portant sur une fonction réelle.
—• Rappel de la méthode par laquelle Euler avait établi ce résultat.

On arrive maintenant à l’étude des solutions du système fondamental
pour lesquelles la somme <x2 + jà2 -hy 2 est nulle. On ramène leur déter¬
mination à celle d’un système linéaire à deux inconnues, un de ceux
qu’on peut rattacher à l’équation de Riccati considérée plus haut. Son
intégration complète permettra d’obtenir sans quadrature celle du
système linéaire à trois inconnues. Si l’on en connaît une solution

particulière, on en obtiendra une autre sans intégration, ce qui four¬
nira l’intégrale générale, lorsque />, q , r seront fonctions réelles de t ;
dans le cas contraire, il faudra une quadrature pour déduire l’intégrale
générale de la solution particulière.
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ments qui dépendent, non plus d’un seul paramètre, mais de plusieurs
paramétres distincts. On commence ici l’étude de ces déplacements, et

l’on suppose d’abord que le système mobile, dont la position dépend
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de n paramètres t v t 2, ait un point fixe. Introduction de ce
qu’on peut appeler les rotatiojis partielles dans l’étude du déplacement
infiniment petit. Équations aux dérivées partielles linéaires qui relient

neuf cosinus aux rotations partielles. Conditions d’intégrabilité
auxquelles doivent satisfaire les rotations partielles. Quand ces équa¬
tions sont vérifiées, il y a un déplacement, et un seul, correspondant
aux valeurs données des rotations partielles. La démonstration directe
de celte proposition conduit à un théorème important, qui sera utile
dans la suite.

Cas général où le système mobile n’a pas de point fixe. Introduction des
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Expression des composantes D Æ, D^., Da du déplacement infiniment
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possible, sauf dans un cas exceptionnel, d’obtenir sans quadrature
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naires et si la solution particulière satisfait à l’équation a 2h- p 2h- Y2 = 0 ;
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obtenir la solution complète et générale du problème.

Remplacement des équations linéaires par un groupe d’équations simul¬
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Les déplacements à deux variables indépendantes jouent un rôle parti-
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cylindres et aux hélicoïdes. — Ces différentes surfaces peuvent être
déplacées d’une manière continue sans cesser de coïncider avec elles-
mèmes.

Définition des hélicoïdes les plus généraux. — Leur élément linéaire
lorsqu’on forme un système de coordonnées curvilignes avec les hélices
tracées sur la surface et leurs trajectoires orthogonales. — Théorème
de Bour : La forme de l’élément linéaire ainsi obtenu convient à une

double infinité d’hélicoïdes parmi lesquels se trouvent des surfaces de

révolution, en nombre simplement infini. — Élude des surfaces de révo¬
lution qui sont toutes applicables les unes sur les autres. — Si l’on
considère les points qui se correspondent sur toutes ces surfaces, le
produit des rayons de courbure principaux de la surface est le même
en tous ces points; la tangente au méridien, prolongée jusqu’à l’axe,
a la même longueur pour toutes les surfaces. — Application à la
sphère et à la surface pseudosphérique.

Des surfaces les plus générales qui peuvent être engendrées par le mou¬
vement d’une courbe invariable de forme. — Leur élément linéaire. —

Application aux surfaces réglées.— Cas où le mouvement de la courbe
invariable se réduit à une translation. — Surfaces de translation, leur
étude directe. — Définition due à Lie des surfaces de translation.. .—

Elles peuvent être considérées comme lieux des milieux de toutes les
cordes qui joignent un point d’une courbe (C) à un point d’une autre
courbe (C'). — Cette nouvelle définition montre bien qu’elles peuvent
être engendrées de deux manières différentes par la translation d’une
courbe invariable. — Propriété géométrique tout à fait générale des
surfaces de translation : Les deux courbes dont la translation peut
engendrer la surface déterminent sur cette surface un système de
coordonnées curvilignes conjuguées , c’est-à-dire un système tel que
les tangentes aux deux lignes coordonnées qui se croisent en chaque
point de la surface sont conjuguées suivant la définition de Dupin. —
Pour établir cette proposition, à laquelle la Géométrie conduirait
aisément, on donne un théorème général, sur lequel on aura à revenir,
relatif aux systèmes de coordonnées curvilignes qui sont formées de
courbes conjuguées. — On revient aux surfaces les plus générales
engendrées par le mouvement d’une courbe invariable pour examiner
le cas spécial où cette courbe est plane et où les vitesses de tous ses
points sont normales au plan qui la contient. — Élément linéaire de
la surface. — Cas spécial où le plan de la courbe roule sur un
cylindre. — Surfaces moulures cylindriques. — Bour a montré quMl
existe une infinité de telles surfaces applicables les unes sur les autres.

Extension de la méthode cinématique précédente au cas où la courbe
qui engendre la surface varie en même temps de forme et de position.
— Surfaces engendrées par un cercle. — Détermination des trajec¬
toires orthogonales de tous les cercles de la surface. — Elle se ramène
à l’intégration d’une équation de Riccati. — Étude du mouvement
d’un système qui se déplace en variant de grandeur, mais en restant
semblable à lui-même. — Loi de variation des vitesses de ses différents

points. — Surfaces spirales de Maurice Lévy.—Leur élément linéaire.
— Extension du théorème de Bour. — Il y a une double infinité de
surfaces spirales applicables sur une surface spirale donnée.
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Sur une classe particulière de surfaces de translation ................... i5i
On se propose, dans ce Chapitre, de déterminer toutes les surfaces qui

peuvent, de deux ou de plusieurs manières, être considérées comme
des surfaces de translation. Cette question, qui a été posée et résolue
par Sophus Lie, a été aussi l’objet des recherches d’Henri Poincaré.
On va en donner une solution nouvelle qui n’exige aucune connais¬
sance de la théorie des fonctions abéliennes.

Enoncé précis du problème à résoudre. — A chaque solution du problème
convenablement formulé correspondent trois surfaces distinctes, qui
peuvent être regardées, de deux ou plusieurs manières, comme des
surfaces de translation. — Résultat de la recherche : Les parallèles
menées par un point fixe aux tangentes de l’une quelconque des
courbes (C,) dont la translation engendre la surface sont les généra¬
trices d’un cône algébrique du quatrième ordre. — Détermination
effective de ces courbes. — Démonstration directe du théorème d’Abel

pour le problème particulier étudié. — Cas où le cône du quatrième
ordre se décompose. — S’il se décompose en deux cônes du second
ordre, l’une des surfaces correspondantes peut être regardée d’une
infinité de manières comme une surface de translation. — Équation
en coordonnées cartésiennes de cette surface.

LIVRE IL

DES DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE COORDONNÉES CURVILIGNES.

CHAPITRE I.

Des systèmes conjugués .................................................. i63
On commence l’étude des systèmes conjugués par l’énoncé et la démons¬

tration d’une belle proposition de M. G. Kcenigs. Tandis qu’il semble
impossible de déterminer des systèmes orthogonaux par des opéra¬
tions qui ne comportent aucune intégration, il est toujours possible
d’obtenir, sur une surface quelconque , sans aucune intégration, des
systèmes à lignes conjuguées. 11 suffit de prendre, comme première

famille, les sections planes dont les plans passent par une droite quel¬
conque (D) et, comme deuxième famille, les courbes de contact des
cônes qui sont circonscrits à la surface et ont leurs sommets sur la
droite (D). — Application de la proposition de M. Kœnigs à la solution
d’un problème résolu par Joachimsthal : détermination des surfaces

admettant un système de lignes de courbure planes dont les plans
passent par une droite fixe. On démontre que les lignes de courbure
de l’autre système sont sur des sphères qui coupent à angle droit la
surface cherchée et l’on ramène le problème à la détermination des

trajectoires orthogonales d’une famille de cercles situés dans un plan
et dont les centres sont en ligne droite. — Digression sur les familles
les plus générales de cercles dans le plan. La détermination de leurs
trajectoires orthogonales dépend d’une équation de Riccati. — Notion
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des familles similaires de cercles introduite par V. Rouquet. — On
peut définir, sans aucun signe de quadrature, la famille de cercles la

plus générale et les trajectoires orthogonales de ces cercles. — Retour
au problème proposé. Équations qui définissent les surfaces de
Joachimsthal.

On met en évidence le caractère projectif et dualistique de la définition
des systèmes conjugués. — On peut rattacher à tout système conjugué
deux équations linéaires aux dérivées partielles : l’une à laquelle satis¬
font les quatre coordonnées homogènes d’un point de la surface, l’autre
à laquelle satisfont les quatre coordonnées du plan tangent. En dehors
de ces deux équations, il n’y en a pas d’autre de même forme à laquelle
satisfassent, soit les quatre coordonnées ponctuelles, soit les quatre
coordonnées tangentielles,

Application à la détermination de toutes les surfaces pour lesquelles il
existe deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes
planes. — Indication d’un mode de génération de ces surfaces.

Les polaires réciproques de ces surfaces sont celles sur lesquelles il existe
deux familles conjuguées formées exclusivement de courbes de contact
de cônes ou de cylindres circonscrits. — Étude du cas particulie r où
l’une des familles est formée des courbes de contact de cylindres cir¬
conscrits. — On essaye de déterminer des surfaces de cette catégorie
applicables les unes sur les autres. On résout le problème pour les
surfaces admettant deux familles de courbes conjuguées planes : les
unes situées dans des plans parallèles, les autres dans des plans passant
par une droite fixe perpendiculaire aux plans des sections parallèles.
— Comme les surfaces du second degré admettent de trois manières
différentes celte génération, on peut déterminer trois familles de
surfaces applicables sur une surface à centre du second degré.

CHAPITRE II.

Systèmes conjugués. Lignes asymptotiques .............................. i85
Application d’une des propositions précédentes à la détermination des

surfaces à lignes de courbure planes dans les deux systèmes. — Réso¬
lution de l’équation aux variables mêlées dont dépend la solution de
ce problème. — Cyclide de Dupin. — Il y a trois classes distinctes de
surfaces à lignes de courbure planes. — On indique un mode de
génération très simple de ces différentes surfaces.

Retour à la théorie générale. — Définition des caractéristiques d’une
équation linéaire aux dérivées partielles du second ordre. — Réduc¬
tion à une forme typique. — Cas où les caractéristiques sont
confondues.

Equations linéaires les plus générales auxquelles satisfont, soit les quatre
coordonnées ponctuelles, soit les quatre coordonnées tangentielles.
Leurs caractéristiques correspondent toujours à un système conjugué.
— Cas particulier où Ton obtient le système conjugué formé paries
lignes de courbure.

Recherche des lignes asymptotiques. — Leur définition est à la fois
projective et dualistique. — Leur équation différentielle, soit en
coordonnées ponctuelles, soit en coordonnées tangentielles. — Appli-
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cation nouvelle de la proposition de M. G. Kœnigs. Elle fournit un
moyen de débarrasser du terme rectangle l’équation différentielle des
lignes asymptotiques. — Détermination des lignes asymptotiques de
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tions linéaires aux dérivées partielles.

CHAPITRE lit.

Des systèmes orthogonaux et isothermes ................................. 206
Division de la surface en carrés infiniment petits. Elle ne peut se réa¬

liser qu’avec les systèmes isothermes. — Relations entre les systèmes
isothermes et les coordonnées symétriques. — Sur toute surface, il
existe une infinité de systèmes orthogonaux et isothermes. La connais¬
sance d’un seul de ces systèmes entraîne celle de tous les autres. —
Problème des Cartes géographiques. Sa solution pour toute surface de
révolution et, en particulier, pour la sphère. — Projection de Mercator.
— Projection stéréographique. — Surfaces du second degré. Leurs
lignes de courbure forment un système isotherme pour lequel l’élément
linéaire a une forme particulière qui se retrouvera dans la théorie des
lignes géodésiques. — Différents moyens de faire la carte d’une portion
d’ellipsoïde. — Propriétés générales des systèmes isothermes. — On
peut se borner à étudier dans le plan tout ce qui concerne la substi¬
tution d’un système isotherme à un autre. — Relations diverses entre
les fonctions d’une variable complexe et les systèmes isothermes. —
Courbes d’égale partie réelle et d’égale partie imaginaire de la fonc¬
tion. — Courbes d’égal module et d’égal argument. — Définition de
quelques systèmes isothermes employés en Physique mathématique.
— Cassiniennes. — Ovales de Descartes. — Déterriiination de tous les
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Représentation conforme des surfaces les unes sur les autres ............ 23 o
On applique dans ce Chapitre les propriétés générales des systèmes iso¬

thermes à la résolution de différents problèmes relatifs aux Caries
géographiques et aux représentations conformes.

Représentations conformes d’une surface sur elle-même. — Recherche
de toutes celles pour lesquelles un système isotherme donné de la
surface correspond à un autre système également donné. — Représen¬
tations conformes qui conservent un système isotherme donné. —
Application aux surfaces de révolution__Transformation de Lambert
qui fait correspondre les parallèles aux parallèles et les méridiens aux
méridiens.

Emploi que Gauss a fait du même principe pour représenter d’une
manière conforme l’ellipsoïde terrestre sur une sphère, le rapport de
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similitude demeurant le même en tous les points d’un parallèle. Si
l’on voulait appliquer cette méthode à un pays tel que la France, le
rapport de similitude ne varierait pas, dans toute Vétendue de la
carte , de 400\, 00 de sa valeur.

CHAPITRE V.

Du système orthogonal formé par les lignes de courbure ................
Équation différentielle des lignes de courbure en coordonnées carté¬

siennes. — Formation de la même équation à l'aide des coordonnées
plückériennes de la normale. — Application à la détermination des
lignes de courbure des surfaces définies par l’équation x my nzP = C.
— Système triple orthogonal dont fait partie cette famille de surfaces.
— Détermination des lignes de courbure de la surface lieu des points
tels que la somme de leurs distances à deux droites qui se rencontrent
à angle droit soit constante. — Formules d’Olinde Rodrigues relatives
aux lignes de courbure. — Premières notions sur la méthode de repré¬
sentation sphérique de Gauss. — Rapports avec la théorie des équations
linéaires aux dérivées partielles. — Les lignes de courbure sont les
caractéristiques de celle de ces équations qui, en même temps que
x t y , z, admet x 2-t- y*- 1- z 2 comme solution particulière. — L’inversion
conserve les lignes de courbure. — Premier exemple d’équations
linéaires admettant des solutions particulières liées par une relation
quadratique et homogène. — Système triple formé de surfaces cyclides
à trois plans de symétrie. — Démonstration du célèbre théorème de
Dupin relatif aux systèmes triples orthogonaux. — Cette démonstra¬
tion se rattache à la considération d’un système de trois équations
linéaires aux dérivées partielles auxquelles satisfont les coordonnées
cartésiennes y, z, équations dont on peut déterminer simplement
les coefficients lorsqu’on a calculé l’expression de l’élément linéaire de
l’espace dans le système orthogonal employé.

CHAPITRE VI.

Les coordonnées pentasphériques ........................................
Équation d’une sphère mise sous une forme qui permet d’affecter un

signe au rayon. — Système de cinq sphères deux à deux orthogonales.
— Leur théorie se ramène à celle d’une substitution linéaire orthogo¬
nale à cinq variables. — Relations entre les puissances d’un point par
rapport à cinq sphères orthogonales. — Coordonnées pentasphériques.
— Distance de deux points, élément linéaire de l’espace, relations
d’orthogonalité exprimées avec ce système de coordonnées. — Équa¬
tion linéaire du second ordre à laquelle satisfont les cinq coordonnées
pentasphériques. — Ses caractéristiques sont les lignes de courbure.
— Système triple orthogonal formé avec les cyclides les plus générales.
— De même que les coordonnées homogènes d’un point ou d’un plan
ne changent pas quand on soumet la figure à une homographie, de
même les coordonnées pentasphériques ne changent pas lorsqu’on
effectue une inversion.

Formules principales relatives à la sphère. — Les six coordonnées homo-
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gènes de la sphère. — La transformation de Lie qui fait correspondre
une sphère à une ligne droite. — Deux définitions de cette transfor¬
mation.

CHAPITRE VII.

Les lignes de courbure en coordonnées tangentielles ..................... 286
Cas où la surface est définie par son équation tangentielle. — Application
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donnée pour leurs lignes de courbure. — Développements sur un
système particulier de coordonnées tangentielles employé par O. Bonnet
dans l’étude des surfaces.

CHAPITRE VIII.

Applications diverses .................................................... 3oi
La comparaison des résultats donnés précédemment pour les équations

différentielles des lignes asymptotiques et des lignes de courbure
conduit naturellement à une belle découverte de S. Lie, la transfor¬
mation de contact dans laquelle les lignes de courbure d’une surface
correspondent aux lignes asymptotiques de sa transformée. — Emploi
du système de coordonnées tangentielles précédent pour définir une
autre transformation découverte en 1870 par Ribaucour et dans
laquelle, comme dans l’inversion, les lignes de courbure sont trans¬
formées. — Cette transformation a été nommée par Laguerre trans¬

formation par directions réciproques. — On donne sa construction
géométrique et ses principales propriétés. — Parmi celles que l’on
indique, il faut signaler la suivante: Les deux surfaces qui se corres¬
pondent peuvent être considérées comme les deux nappes de l’enve¬

loppe d’une famille de sphères qui coupent un plan fixe sous un angle
constant. — Les points homologues des deux surfaces sont sur un
cercle qui coupe à angle droit le plan fixe; le rapport anharmonique
de ces deux points et de ceux où le cercle coupe le plan fixe est un
nombre constant.— Comme toutes les transformations de contact qui
conservent les lignes de courbure, la transformation par directions

réciproques résulte d’un certain nombre d’inversions eide dilatations.
Formules relatives à l’inversion dans le système de coordonnées tangen¬

tielles (a, p, !*).

LIVRE III.

LES SURFACES MINtMA.

CHAPITRE I.

Résumé historique ....................................................... 319
L’équation aux dérivées partielles de Lagrange. — Mémoire de Meusnier
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petite que celle de toutes les autres surfaces infiniment voisines limi¬
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soit égale à zéro. — On peut interpréter géométriquement cette pro¬
priété de la manière suivante : les deux familles de lignes de longueur
nulle tracées sur la surface doivent former un réseau conjugué. — On
déduit aisément de là que les surfaces minima sont des surfaces de
translation, engendrées de deux manières différentes par la translation
d’une ligne de longueur nulle. — Formules de Monge et de Legendre
débarrassées de tout signe d’intégration. — Formules plus simple&_et
plus élégantes d’Enneper et de Weierstrass. — Détermination de toutes
les surfaces minima algébriques. — Détermination de toutes les sur¬
faces minima réelles. — Relation établie par Weierstrass entre les
surfaces minima et les fonctions d’une variable complexe. — A toute
fonction de la variable complexe on peut faire correspondre une sur¬
face minima. Au contraire, à toute surface minima correspondent
deux fonctions de la variable complexe, qui sont différentes en général.

CHAPITRE III.

Les surfaces minima en coordonnées tangentielles ......... * ............. 347
Formules relatives au plan tangent et à la normale. — Nouvelle méthode
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on obtiendra les expressions des fonctions $ (m), ( Mt ), ƒ ( u), ƒ, ( u t )
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résultats obtenus à la détermination de toutes les surfaces minima qui
sont des hélicoïdes, des surfaces de révolution ou des surfaces spirales.
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est formé par les lignes de courbure, ait pour représentation sphérique
un système orthogonal. — Problème de Minding ; extension à une
surface quelconque de la définition des méridiens et des parallèles.
Les méridiens sont les courbes pour lesquelles la normale est parallèle
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deux quadratures.
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Mathet : Deux surfaces peuvent-elles se correspondre point par point
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