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de courbes de la congruence par un point quelconque de 'espace. —
Mais il peut y avoir des cas d’exception de deux espéces différentes.
— Ce que l'on appelle surfaces de la congruence. — Propriélés de
leurs plans tangents. — Définition des points focaux d'une courbe de
la congruence. — Détermination dans quelques cas simples du
nombre et de I'ordre des points focaux. — Définition de la surface
focale. — Ses relations de contact avec les courbes et les surfaces de
la congruence. — On retrouve la surface focale en essayant de
résoudre le probléme suivant : assembler des courbes de la congruence
de telle maniére qu’elles aient une enveloppe. — On démontre que
celte enveloppe sera nécessairement sur une des nappes de la surface
focale, la solution compléte du probléme exigeant l'intégration d'une
équation différentielle du premier ordre. — Relation entre l'ordre du
conlact des courbes de la congruence avec la surface focale et le
degré de multiplicité des points focaux. — Cas ou les courbes de la
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principes précédents aux congruences rectilignes. — Ce que l'on
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peut étre réelle ou imaginaire; les droites de la congruence sent des
tangentes doubles de cette surface; mais la réciproque n’est pas
nécessairement vraie. — On peut en général distribuer les droites de
la congruence en deux séries, réelles ou imaginaires, de développables
dont la détermination compléte exige l'intégration d’'une équation
différentielle du premier ordre et du second degré. — Sur chaque
nappe de la surface focale, les courbes correspondantes aux deux
séries de développables forment un systéme conjugué. — Réciproque-
ment, si 'on connait sur une surface un systéme conjugué, on peut
en déduire deux congruences reclilignes pour lesquelles on saura



X TABLE DES MATIERES.

Poges.
déterminer sans intégration les deux séries de développables formées
par les droites de la congruence. — Cas particulier ot l'une des
nappes de la surface focale se réduit 4 anc courbe. — Une premiére
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tion différentielle précédente se réduit a4 une équation de Riccati. —
Applications diverses. — Retour & la théorie générale. — Toutes les
fois que P'on connalt un systéme conjugué sur une surface, on peut en
déduire une suite, en général illimitée dans les deux sens, de surfaces
sur lesquelles on connaftra également un systéme conjugué. — La
mise en ceuvre analytique de cette importante proposition conduit &
uae méthode de transformation des équations linéaires aux dérivées
partielles que Laplace a fait connaltre en 1773 et que l'on étudiera
dans le Chapitre suivaat.
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diques. — Forme générale de la valeur de z lorsqu’une des équations
de la suite a un de ses invariants nul et peut étre intégrée. — Pro-
position réciproque. — Déterminalion de toutes les équations pour
lesquelles la suite de Laplace est limitée d’un seul cdété. — Recherche
des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens.
— Premiére solution; théoréme fondamental, — Deuxiéme solution;
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on est conduit. — Rappel des recherches de Moutard.
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égales; formes diverses de 'équation. — Solutions particuliéres homo-
géoes ou entiéres, — Solutions particuliéres qui sont le produit d’une
fonction de z par une fonction de . — Invariants de ’équation. —
Propriété fondamentale relative aux substitutions linéaires; cas par-
ticulier ou f, B’ sont égaux. — Application de la méthode de Laplace.
— Recherche directe de I'inlégrale dans le cas ou la méthode de
Laplace peut fournir cette intégrale. — Etude du cas oi la suite de
Laplace relative a I’équation est illimitée dans les deux sens; on peut
ramener B et B’ a &tre compris entre zéro et 1. — Intégrale de
Poisson et de M. Appell. — Cas limite ou I'on a § + B’ = 1. — Indi-
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cation d’un probléme de Géométrie, déja étudié au Tome I, qui se

rameéne a 'intégration de 1’équation E(-- %, — %)

CHAPITRE 1V.
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Rappel des conditions d‘mtegrabnhlé d’une expression différentielle
o(2, %, ¥y +o.y, ¥M). — Indication d'une théorie analogue dans le

cas de deux variabies indépendantes. — De [Iéquation linéaire
adjointe 4 une équation donnée. — Application au second ordre et, en
particulier, aux équations de Laplace. — Méthode de Riemann. — Si
'on connait une certaine solution de I’équation adjointe, on pourra
déterminer toutes les solutions de I’équation proposée qui prennent
des valeurs données, ainsi qu’une de leurs dérivées premiéres, sur
une courbe choisie arbitrairement. — Cas parliculier ot cette courbe
se réduit a deux portions de droite paralléles aux axes; il suffit alors
de se donner les valeurs de la solution cherchée sur ces deux droites.
— La solution particuliére de l'équation adjointe dont il faut faire
usage peut étre définie comme solution de l'équation proposée. —
Détermination de cette solution dans le cas de I’équation E(B, B').
— Etude particuliére et directe de 'équation dite des telégraphistes.
— On peut demontrer que la formule générale, due & M. Appell,
donne effectivement toutes les intégrales de l'édquation E(f, 8'). —
On ¢tablit ensuite pour I’équation linéaire la plus générale et par la
méthode des (onctions mejorantes que 'on peut toujours obtenir la
fonction dont la méthode de Riemann suppose l'existence, et méme
établir ce résultat plus général que toute solution de 'équation de
Laplace est détinie, sous certaines conditions_de contiouvilé, par la
condition de prcndre des valeurs données pour tdus les points situés
sur deux paralléles aux axes. — Démonstration de. cette proposition
essentielle par les méthodes d’approximation de M. Emile Picard, —
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deux systémes fondamentaux d'intégrales se rapportant respective-
ment aux deux équations. — Intégration d’une équation linéaire avec
second membre par 'application des propositions établies. — Forme
remarquable que l'on peut denner aux premiers membres de deux
¢quations linéaires adjointes l'une 4 I'autre. — Equations linéaires
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d’ordre impair équivalentes & leur adjointe. — Propriété caractéris-
tique; le premier membre devient une dérivée exacte aprés sa mul-
tiplication par la fonction inconnue. — Ktude de lintégrale du
second degré. — Relations quadratiques entre les intégrales parlicu-
lieres et leurs dérivées de méme ordre. — Expression sans aucun
signe de quadrature du systéme le plus général de solutions particu-~
lidres d’une équation linéaire d’ordre impair équivalente a son
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ces équations. — Relations entre les intégrales générales de deux et
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Rappel des propositions déja signalées relativement aux équations dont

les invariants sont égaux. — Emploi des solutions données au Cha-
pitre précédent. — Condition nécessaire et suffisante pour que I'équa-
tion proposée ait des invariants égaux et soit intégrable par la
méthode de Laplace. — Détermination de toutes les équations a
invariants égaux dont l'intégrale peut étre obtenue sous forme expli-
cite, — Deuxiéme solution de ce probléme. — Théoréme de Moutard.
— Expression précise de la solution générale. — L'emploi du théo-
réme de Moutard permet d’obtenir toutes les équations dont la mé-
thode de Laplace peut donner l'intégrale générale.

CHAPITRE VIII.

La résolution des €quations linéaires les unes par les autres............

Définition des expressions (m, n).— Transformation que subit une telle

expression quand on applique la méthode de Laplace. — Une expres-
sion (m, n) est définie, en général, &4 un facteur prés, par la condition
de s’annuler quand on y remplace z par m + n solutions particuliéres
de I’équation proposée. — Discussion des cas exceptionnels dans
lesquels cette proposition se trouve en défaut. — Détermination de
toutes les expressions (m, n) qui satisfont & une équation linéaire
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du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise comme cas
limite dans celles qui résultent de I'’emploi des expressions (m, n)
les plus générales. — Recherche de la fonction la plus générale
satisfaisant a une équation du second ordre et définie par la quadra-

ture f(P dxr+ Q dy) ou P et Q sont des fonctions linéaires de z et

de ses dérivées. — Application au cas o P et Q contiennent les
dérivées jusqu’au premier ordre seulement. — Extension au cas de deux
variables des propriétés des systémes adjoints. — L'intégralion de
I'une quelconque des deux équations, ponctuelle ou tangentielle, rela-
tives 2 un systéme conjugué tracé sur une surface quelconque se ra-
méne a celle de l'autre.
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du théoréme de Moutard au cas odt 'on emploie une solution par-
ticuliére harmonique. — Théoréme relatif aux équations linéaires de

la forme i
y'=yle(t)+h]

— D’une telle équation, lorsqu’on sait l'intégrer pour toutes les va-
leurs de 2, on peut déduire une infinité d’autres équations de méme
forme que I’on saura intégrer pour toutes les valeurs de A, — Carac-
tére distinctif de toutes les équations linéaires qui dérivent ainsi
d'une méme équalion. — Etude d’une transformation particuliére qui
permet de passer d'une équation harmonique a d’autres équations
harmoniques. — Formule générale permettant de rattacher & toute
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solutions particuliéres nouvelles. — Reconnaitre si une équation 2
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équivalent au suivant : Reconnaltre si I*¢lément linéaire d’une surface
est réductible a la forme

ds*=[¢ (u) — ¢ (9)] (du?+ dv?).

— Application 4 I'équation d’Euler. — Etude d’une équation aux
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recherche auxquels conduisent les propositions développées dans ce
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rectilignes. — Probléme inverse: Etant donné un systéme conjugué
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