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Notions générales sur les congruences .................................. i
Définition d'une congruence de courbes. — Il passe un nombre limité

de courbes de la congruence par un point quelconque de l'espace. —
Mais il peut y avoir des cas d'exception de deux espèces différentes.
— Ce que l’on appelle surfaces de la congruence. — Propriétés de
leurs plans tangents. — Définition des points focaux d’une courbe de
la congruence. — Détermination dans quelques cas simples du
nombre et de l’ordre des points focaux. — Définition de la surface
focale. — Ses relations de contact avec les courbes et les surfaces de

la congruence. — On retrouve la surface focale en essayant de

résoudre le problème suivant : assembler des courbes de la congruence
de telle manière qu’elles aient une enveloppe. — On démontre que
cette enveloppe sera nécessairement sur une des nappes de la surface
focale, la solution complète du problème exigeant l’intégration d’une
équation différentielle du premier ordre. — Relation entre l’ordre du
contact des courbes de la congruence avec la surface focale et le
degré de multiplicité des points focaux. — Cas où les courbes de la
congruence rencontrent toutes une courbe fixe. — Application des

principes précédents aux congruences rectilignes. — Ce que l’on
appelle ordre et classe d’une telle congruence. — La surface focale
peut être réelle ou imaginaire; les droites de la congruence sont des
tangentes doubles de cette surface; mais la réciproque n’est pas
nécessairement vraie. — On peut en général distribuer les droites de
la congruence en deux séries, réelles ou imaginaires, de développables
dont la détermination complète exige l’intégration d’une équation
différentielle du premier ordre et du second degré. — Sur chaque
nappe de la surface focale, les courbes correspondantes aux deux
séries de développables forment un système conjugué. — Réciproque¬
ment, si l'on connaît sur une surface un système conjugué, on peut
en déduire deux congruences rectilignes pour lesquelles on saura
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déterminer sans intégration les deox séries de développables formées
par les droites de la congruence. — Cas particulier où l’une des
nappes de la surface focale se réduit à nne courbe. — Une première
série de développables est formée par les cônes qu’engendrent les
droites passant par un même point de cette courbe. — Formation de
Féquation différentielle du premier ordre et du premier degré qui
définit la seconde série de développables. — Cas où la seconde nappe
de la surface focale devient une développable. — Dans ce cas l’équa¬
tion différentielle précédente se réduit à une équation de Riccati. —
Applications diverses. — Retour à la théorie générale. — Toutes les
fois que Ton connaît un système conjugué sur une surface, on peut en
déduire une suite, en général illimitée dans les deux sens, de surfaces
sur lesquelles on connaîtra également un système conjugué. — La
mise en œuvre analytique de cette importante proposition conduit à
une méthode de transformation des équations linéaires aux dérivées

partielles que Laplace a fait connaître en 177S et que l’on étudiera
dans le Chapitre suivant.
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de l’équation transformée; deuxième substitution. — Définition de la
suite de .Laplace, expression de z en fonction de z t. — Suites pério¬
diques. — Forme générale de la valeur de z lorsqu’une des équations
de la suite 3 un de ses invariants nul et peut être intégrée. — Pro¬

position réciproque. — Détermination de toutes les équations pour
lesquelles la suite de Laplace est limitée d’un seul côté. — Recherche
des équations pour lesquelles la suite se termine dans les deux sens.
— Première solution; théorème fondamental. — Deuxième solution;

vérification directe dn résultat. — Étude des expressions auxquelles
on est conduit. — Rappel des recherches de Moutard.
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égales; formes diverses de l’équation. — Solutions particulières homo-
gèoes ou entières. — Solutions particulières qui sont le produit d’une
fonction de x par une fonction de y. — Invariants de l’équation. —
Propriété fondamentale relative aux substitutions linéaires; cas par¬

ticulier où p, p' sont égaux. — Application de la méthode de Laplace.
— Recherche directe de l’intégrale dans le cas où la méthode de
Laplace peut fournir celte intégrale. — Etude du cas où la suite de

Laplace relative à l’équation est illimitée dans les deux sens; on peut
ramener p et p' à être compris entre zéro et 1. - Intégrale de
Poisson et de M. Appell. — Cas limite où l’on a p -h p' = 1. — Indi-
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cation d’un problème de Géométrie, déjà étudié au Tome 1, qui se

ramène à l’intégration de l’équation E^—

CHAPITRE IV.

La méthode de Biemann ................................................

Rappel des conditions d'intégrabilité d’une expression différentielle
f(x, y, y', ..., y*“ 1). — Indication d’une théorie analogue dans le
cas de deux variables indépendantes. — De l’équation linéaire
adjointe à une équation donnée. — Application au second ordre et, en
particulier, aux équations de Laplace. — Méthode de Riemann. — Si
l’on connaît une certaine solution de l’équation adjointe, on pourra
déterminer toutes les solutions de l’équation proposée qui prennent
des valeurs données, ainsi qu’une de leurs dérivées premières, sur
une courbe choisie arbitrairement. — Cas particulier où cette courbe
se réduit à deux portions de droite parallèles aux axes; il suffit alors
de se donner les valeurs de la solution cherchée sur ces deux droites.

— La solution particulière de l’équation adjointe dont il faut faire
usage peut être définie comme solution de l’équation proposée. —
Détermination de cette solution dans lecas de l’équation E(|3, fi')-
— Etude particulière et directe de l’équation dite des télégraphistes.
— On peut démontrer que la formule générale, due à "M. Appell,
donne effectivement toutes les intégrales de l’équation E((l, fl’). —
On établit ensuite pour l’équation linéaire la plus générale et par la
méthode des fonctions majorantes que l’on peut toujours obtenir la
fonction dont la méthode de Riemann suppose l’existence, et même
établir ce résultat plus général que toute solution de l’équation de
Laplace est définie, sous certaines condilions^de continuité, par la
condition de prendre des valeurs données pour tdùs les points situés
sur deux parallèles aux axes. — Démonstration devcette proposition
essentielle par les méthodes d’approximation de M. Emile Picard. —
Relations entre une équation linéaire de Laplace et son adjointe. —
Définition proposée pour l’intégrale générale d’une équation aux dérivées
partielles. — L’intégration d’une telle équation et celle de son adjointe
sont deux problèmes équivalents.
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L'équation, adjointe de Lagrange et les équations linéaires d’ordre
impair équivalentes à leur adjointe ...................................

Définition de l’équation adjointe à une équation linéaire donnée, à une
seule variable indépendante. — Relation de réciprocité entre les deux
équations; chacune d’elles est l’adjointe de l’autre. — Relations entre
deux systèmes fondamentaux d’intégrales se rapportant respective¬
ment aux deux équations. — Intégration d’une équation linéaire avec
second membre par l’application des propositions établies. — Forme
remarquable que l’on peut donner aux premiers membres de deux
équations linéaires adjointes l’une à l'autre. — Équations linéaires
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d’ordre impair équivalentes à leur adjointe. — Propriété caractéris¬
tique; le premier membre devient une dérivée exacte après sa mul¬
tiplication par la fonction inconnue. — Étude de l’intégrale du
second degré. — Relations quadratiques entre les intégrales particu¬
lières et leurs dérivées de même ordre. — Expression sans aucun
signe de quadrature du système le plus général de solutions particu¬
lières d’une équation linéaire d’ordre impair équivalente à son
adjointe. — Formation de toutes les équations d’ordre impair équiva¬
lentes à leur adjointe.
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Compléments et solutions nouvelles des problèmes résolus au Cha¬
pitre II ..........................................................

Etude nouvelle du cas où la suite de Laplace se termine dans un sens.
— Calcul direct des invariants pour les différentes équations de la
suite. — Expression précise de la solution générale pour chacune de
ces équations. — Relations entre les intégrales générales de deux et
de trois équations consécutives de la suite. — Intégrale générale de
l’équation adjointe. — Application au cas où la suite de Laplace doit
se terminer dans les deux sens; nouvelle solution du problème résolu
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Rappel des propositions déjà signalées relativement aux équations dont

les invariants sont égaux. —Emploi des solutions données au Cha¬
pitre précédent. — Condition nécessaire et suffisante pour que l’équa¬
tion proposée ait des invariants égaux et soit intégrable par la
méthode de Laplace. — Détermination de toutes les équations à
invariants égaux dont l’intégrale peut être obtenue sous forme expli¬
cite. — Deuxième solution de ce problème. — Théorème de Moutard.
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La résolution des équations linéaires les unes par les autres ............
Définition des expressions (m, n). — Transformation que subit une telle
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de l’équation proposée. — Discussion des cas exceptionnels dans
lesquels cette proposition se trouve en défaut. — Détermination de
toutes les expressions (m, n) qui satisfont à une équation linéaire
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du second ordre. — La méthode de Laplace est comprise comme cas
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y" = y l<f (t) + h ~\-
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leurs de h, on peut déduire une infinité d’autres équations de même
forme que l’on saura intégrer pour toutes les valeurs de h. — Carac¬
tère distinctif de toutes les équalions linéaires qui dérivent ainsi

d’une même équation. — Étude d’une transformation particulière qui
permet de passer d’une équation harmonique à d’autres équations
harmoniques. — Formule générale permettant de rattacher à toute
solution non harmonique d’une équation harmonique une infinité de
solutions particulières nouvelles. — Reconnaître si une équation à
invariants égaux est une équation harmonique. — Ce problème est
équivalent au suivant : Reconnaître si l'élément linéaire d’une surface
est réductible à la forme

ds 2 = [<p («) — <p(v)] (du 2 -dv 2 ).

— Application à l’équation d’Euler. — Étude d’une équation aux
dérivées partielles plus générale. — Indication de quelques sujets de
recherche auxquels conduisent les propositions développées dans ce
Chapitre.

CHAPITRE X.

Applications géométriques ............................................... a33
Détermination de toutes les surfaces sur lesquelles les développables

d’une congruence donnée interceptent un réseau conjugué. —L’inté¬
gration d'une seule équation linéaire aux dérivées partielles permet
de résoudre ce problème pour une suite illimitée de congruences



xiv TABLE DES MATIÈRES.

Pages.
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